Feladat 1. (Ipt) Felbonthatd-e nemirividlis csoportok direkt szorzatdra a Dy
csoport?

Feladat 2. (Ipt) Hatdrozzuk meg izomorfia erejéig a 60, a 180, és az 540 elemd
Abel-csoportokat, és szemléltessik Hasse-diagrammal, hogy ezek kézil melyek
melyekbe dgyazhatoak be.

Feladat 3. (Ipt) Felbonthaté-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatdra a Z
csoport?

Feladat 4. (2pt) Felbonthatd-e nemtrividlis csoportok direkt szorzatdra a (Q\{0}, )
csoport?

Feladat 5. (2pt) Hdny részcsoportja van Z3-nek?
Feladat 6. (2pt) Hany részcsoportja van Zs X ZLe-nak?
Feladat 7. (2pt) Hany részcsoportja van Zs x Zr-nek?

Feladat 8. (2pt) Mutassuk meg, hogy ha k|n, akkor minden n elemid Abel-
csoportnak van k elemi részcsoportja.

Feladat 9. (2pt) Mutassuk meg, hogy ha k|n, akkor minden n elemd Abel-
csoportnak van k elemi homomorf képe.

Feladat 10. (3pt) Legyen G az a csoport, amelynek alaphalmaza Zy X Ly, és
amelyen a szorzas a kévetkezdképp definidlt mivelet:

(1,y1) * (T2,y2) == (x1 + z2 + 2y1, Y1 + ¥2),

itt természetesen a miveletek modulo 4 értendok. Felbonthato-e nemtrivialis
csoportok direkt szorzatdra a G csoport?

Feladat 11. (3pt) Adjuk meg Q automorfizmusait, és azok rendjeit.
Feladat 12. (3pt) Mutassuk meg, hogy Out D1 =2 V.

Feladat 13. (3pt) Milyen k természeles szdmok esetén igaz, hogy a GL(R, k)
csoport a belsd direkt szorzata az SL(R, k) és a {\I : X € R} csoportoknak? (1
a k x k méretii eqgységmdtrizot jeloli.)

Feladat 14. (3pt) Legyen p primszdm. Igazoljuk, hogy tetszbleges n esetén a
Ly, mint Abel-csoport részcsoportjai, illetve Zyy, mint Z;, feletti vektortér alterei
megegyeznek. Igaz ugyanez a Q csoportra/testre is?

Feladat 15. (3pt) Egy G csoportot direkt felbonthatatlannak nevezink, ha
nem léteznek olyan memtrividlis Hy, Hy csoportok, hogy G = Hy x Hy. A G
csoport direkt prim, ha bdrmely K1, Ko csoportokra, amelyekre K x Ko-nek
van G-vel izomorf részcsoportja, teljesiil az, hogy Ki-nek vagy Ko-nek is van
G-vel izomorf részcsoportja. Igazoljuk, hogy minden véges direkt prim csoport
direkt felbonthatatlan. Mutassuk meg tovdbbd, hogy Z. direkt prim.



Feladat 16. (3pt) A G csoport direkt prim, ha bdrmely K1, Ko csoportokra,
amelyekre K1 X Ko-nek van G-vel izomorf részcsoportja, teljesil az, hogy K-
nek vagy Kao-nek is van G-vel izomorf részcsoportja. Hatdrozzuk meg, hogy
melyek azok a véges Abel-csoportok, amik direkt primek.

Feladat 17. (3pt) Egy ¢ € Aut G automorfizmus esetén Fixp := {g € G :
g = g}. Igazoljuk, hogy Fix ¢ mindig részcsoportja G-nek. Igaz, hogy mindig
normdloszto?

Feladat 18. (3pt) Legyen k > 2 természetes szam. Igazoljuk, hogy Dy X Zg =
Doy akkor és csak akkor teljesiil, ha k paratlan.

Feladat 19. (3pt) Igaz, hogy amennyiben G és H véges Abel-csoportok, akkor
H akkor és csak akkor dgyazhaté be G-ve, ha homomorf képe G-nek?

Feladat 20. (3pt) Igazoljuk vagy cdfoljuk a kévetkezd dllitdst: ha G és H véges
Abel-csoportok, és minden n € N esetén G és H ugyanannyi n rendd elemet
tartalmaznak, akkor G = H.

Feladat 21. (4pt) Tekintsik az As csoport m := (12)(34) elemét. Van egy hal-
mazunk, amiben eredetileg csak a m permutdcio van. Ezutdn 1ijabb permutdcickat
tehetink a halmazba: ha egy T mdr benne van, akkor 1 eurdért beletehetjik a T
tetszéleges As-beli elemmel vett konjugdltjat, ha pedig a 71 €s a 7o permutdciok
mdar benne vannak, szintén 1 eurdért beletehetjik a T permutdciot. Legaldbb
hdny eurdra van szikségiink, hogy Ay bdrmely elemét beletehessik a halmazba?

Feladat 22. (4pt) Tekintsik az As csoport m:= (12345) elemét. Van egy hal-
mazunk, amiben eredetileg csak a m permutdcid van. Ezutdn 1ijabb permutdcickat
tehetink a halmazba: ha egy T mdr benne van, akkor 1 eurdért beletehetjik a T
tetszéleges As-beli elemmel vett konjugdltjat, ha pedig a T €s a 7o permutdciok
mar benne vannak, szintén 1 eurdért beletehetjik a T2 permutdciot. Legaldbb
hdny eurdra van szikségink, hogy As bdarmely elemét beletehessiik a halmazba?

Feladat 23. (4pt) Tegyik fel, hogy a G csoport a Hy és Ha részcsoportjainak
belsé direkt szorzata, tovabbd G torzidmentes: az egységelem kivételével bdrmely
elem rendje végtelen. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges g € G és n € N esetén,
amennyiben g™ € Hy, akkor g € Hy. Ezutdn ldssuk be, hogy ha az R csopor-
tot felirjuk két részcsoportja belsé direkt szorzataként, akkor legaldbb az egyik
tényezdnek lesz Q-val izomorf részcsoportja.



